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Parte 1 — Resumen Conceptual

Espacio Vectorial

Espacio Vectorial

Un conjunto V' con operaciones suma (+) y multiplicacién por escalar (-) es un
espacio vectorial sobre R si cumple 8 axiomas:

1. u+v €V (cerradura suma)

2. u+v =+ u (conmutatividad)

3. (u+v)+w=u+ (v+w) (asociatividad)

4. Existe 0 € V tal que v + 0 = u (neutro aditivo)

5. Para cada u existe —u tal que u + (—u) = 0 (inverso aditivo)
6. au € V (cerradura producto escalar)

7. a(u+v) = au+ av (distributividad escalar)

8. (a+ f)u = au + Pu (distributividad vectorial)

Ejemplos: R", matrices M,,«,, polinomios P,.

Subespacio Vectorial

Subespacio Vectorial

H C V es subespacio si:
1.0e H
2. u,v € H=u+v € H (cerradura suma)

3. u€ H, a € R= au € H (cerradura producto escalar)

Combinacién Lineal y Generadores

Un vector v es combinacién lineal de {vy,...,v,} si existen escalares «; tales que

v =Y a;v;. El conjunto generado (S) es el conjunto de todas las combinaciones lineales
de S.
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Dependencia e Independencia Lineal

Independencia Lineal

{v1,...,v,} es linealmente independiente (LI) si la tinica solucién de > oyv; = 0
es a; = 0 para todo 7. Si existe solucién no trivial, son linealmente dependientes
(LD).

Base y Dimension

Base

Una base B de V' es un conjunto generador LI. Todo vector se expresa de forma
Unica como combinacién lineal de la base.

Dimension

La dimensién de V', denotada dim(V'), es el nimero de vectores en cualquier
base.

Cambio de Base

Si B={uy,...,u,} yC={vy,...,v,} son bases, existe Fe, g (matriz de cambio)
tal que [z]¢ = Peeglz]s.

Transformaciones Lineales

Transformaciéon Lineal

T:V — W es lineal si:
1. T(u+v) =T(u) +T(v)

2. T(au) = aT(u)

Ntcleo e Imagen

Ntcleo e Imagen

- Nucleo: ker(T) = {v € V : T'(v) = 0} (subespacio de V') - Imagen: Im(T") =
{T'(v) : v € V}} (subespacio de W)
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Teorema Rango-Nulidad

Teorema Rango-Nulidad

Para T : V — W lineal:

dim(ker(T")) + dim(Im(7")) = dim(V)

Valores y Vectores Propios

Valores y Vectores Propios

v # 0 es vector propio de A con valor propio A si Av = Av. Se obtienen resol-
viendo det(A — AI) = 0.

Diagonalizacion

Diagonalizacion

A es diagonalizable si existe P invertible tal que P~'AP = D (diagonal). Ocurre
cuando A tiene n vectores propios LI.
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Parte 2 — Férmulas y Definiciones Clave

Féormulas Esenciales

Axiomas de Espacio Vectorial

LutveV

2. utv=v+u

3. (ut+v)+w=u+ (v+w)
4. u+0=u

5. u+ (—u) =0

6. cu eV

7. a(u+v) =au+av

8. (a+ f)u = au+ pu

Criterio de Subespacio

1.0e H
2. u,ve H=>u+veH

B.ue HaeR=aue H
Polinomio Caracteristico
p(A) = det(A — \I)
Teorema Rango-Nulidad

dim(ker T') 4+ dim(Im T") = dim (V')

Diagonalizacion
M O - 0
0 X -+ 0
A=PDP' cooD=|. [ )
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Gram-Schmidt

k—1
Uk, U

uyp = 1, uk:'Uk_E {0, é> j
=l
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Parte 3 — Ejercicios Resueltos Paso a Paso

Nivel Escolar/Introductorio

Ejercicio 1: Verificar subespacio
Enunciado: Determine si H = {(z,y,2) € R® : z — y + 2z = 0} es subespacio de R?.
Estrategia: Verificar las 3 condiciones de subespacio.
Pasos:

1. Cero: (0,0,0) cumple 0 —0+0=0=0€ H.

2. Suma: Sean u = (1,y1, 21), v = (Z2,Y2, 22) € H. Entonces u+v = (z1+ 22, y1 +
Y2, 21+22). (T1+x2) — (1 +y2)+(21422) = (21—y1+21)+ (22 —ya+22) = 0+0 = 0.

3. Producto escalar: au = (axq, oy, az1). axy — ayy + azy = oz —y1 + 21) =
a-0=0.

Resultado: ‘H es subespacio‘

Nota pedagogica: Las condiciones se verifican directamente usando la ecuacién que
define H.

Ejercicio 2: Independencia lineal
Enunciado: Determine si v; = (1,2,3), vy = (1,0,1), v3 = (2,2,4) son LI en R3.
Estrategia: Calcular el determinante de la matriz formada por los vectores.
Pasos:

1
1. Matriz: A= |1
2

N O N
= = W

2. Determinante: det(A) =1(0-4—-1-2)—-2(1-4—-1-2)+3(1-2-0-2)

3. Calcular: =1(0—-2) —2(4—-2)+32—-0)=—-2—-4+6=0

Resultado: | Son LD (determinante = 0)
Nota pedagoégica: El determinante cero indica que al menos un vector es combinacién
lineal de los otros.

Ejercicio 3: Base y dimension del espacio nulo

— O O

1 2
Enunciado: Encuentre base y dimensién del espacio nulo de A = |2 4
0

0
Estrategia: Resolver Ax = 0 mediante eliminacién de Gauss.
Pasos:

T+ 21’2 =0
1. Sistema: < 22, + 42, =0

T3 = 0
2. Reduccion: La segunda es multiplo de la primera. Queda z; + 2x5 = 0, x3 = 0.

3. Variables libres: x5 es libre, x1 = —2x,.
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4. Solucién: r = (—2t,t,0) = t(—2,1,0).

Resultado: |Base: {(—2,1,0)}, dim =1
Nota pedagdgica: El numero de vectores en la base es el nimero de variables libres.

Ejercicio 4: Valores propios de matriz 2x2

Enunciado: Calcule los valores propios de A = (;L ;)

Estrategia: Resolver det(A — AI) = 0.
Pasos:

1. Matriz caracteristica: A — \[ = - 1

2 3—A
2. Determinante: (4 —\)(3—X) —2=12—-4X =3\ 4+ > —=2= X -7+ 10
3. Ecuacién: \> —7A+10=0

4. Soluciones: (A —2)(A—=5)=0=\X=2,5

Resultado: ‘)\1 =2, Ay = 5‘
Nota pedagodgica: Para 2x2 el polinomio caracteristico es siempre cuadratico.

Ejercicio 5: Diagonalizar matriz 2Xx2
Enunciado: Diagonalice A = ;l ;)) del ejercicio anterior.

Estrategia: Encontrar vectores propios y formar Py D.
Pasos:

l. ParaA=2: (A—-2)v=0= (; 1) (?j) =0=>2z+y=0=v=(1,-2).

2. ParaA=5: (A-5l)v=0= <_21 _12) <Z> =0=>—<24+y=0=v,=(1,1).

. (11 (20
3. 1\/Iatrlces.P—<_2 1>,D—<O 5).

4. Verificaciéon: P"'AP = D.

1
1 1\ /2 O 1 1
Resultado: | A = (_2 1) (0 5) (_2 1)

Nota pedagogica: Valores propios distintos garantizan diagonalizacion.
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Nivel Universitario

Ejercicio 6: Polinomios como espacio vectorial
Enunciado: Verifique que Py = {az? + bx + ¢ : a,b,c € R} es espacio vectorial.
Estrategia: Verificar los 8 axiomas con suma y producto usuales.
Pasos:

1. Cerradura suma: (a12? + bz + ¢1) + (ax? + box + ¢o) = (ay + az)z* + (by +
bo)x + (c1 + ¢2) € Po.

2. Conmutatividad: Heredada de nimeros reales.

3. Asociatividad: Heredada.

4. Neutro: 0z + 0x + 0.

5. Inverso: (—a)x? + (=b)z + (—c).

6. Cerradura escalar: a(az? + bxr + ¢) = (aa)z? + (ab)z + (ac) € Ps.

7. Distributividades: Se verifican por propiedades de reales.

Resultado: ‘772 es espacio Vectorial‘
Nota pedagodgica: La verificacion formal requiere comprobar todos los axiomas, aun-
que muchos se heredan.

Ejercicio 7: Nucleo e imagen de transformacion lineal
Enunciado: Sea T : R* — R?® definida por T(z,y,2,w) = (z + y,y + 2,2 + w).
Encuentre bases de kerT" e Im 7.
Estrategia: Resolver T'(v) = 0 para nucleo; para imagen, tomar imagenes de la base
candnica.

Pasos:
r+y=0
1. Ntcleo: sy +2=0
z4+w=0
2. Solucién: De z = —w, y = —z = w, x = —y = —w. Entonces v = (—w, w, —w, w) =
w(—1,1,-1,1).

3. Base ntcleo: {(—1,1,—1,1)}, dimker 7 = 1.
4. Imagen: T'(e;) = (1,0,0), T'(es) = (1,1,0), T'(e3) = (0,1,1), T'(eq) = (0,0,1).

O~ -
— = O

1 0
5. Reducir: Matriz con esos vectores: | 0 0 |. Por filas, son LI los 3 prime-
0 1

TroS.

6. Base imagen: {(1,0,0),(1,1,0),(0,1,1)}.
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Resultado: |ker T : {(—1,1,—-1,1)}, Im T : {(1,0,0),(1,1,0),(0,1,1)}
Nota pedagodgica: La imagen se genera con las imagenes de la base candnica.

Ejercicio 8: Verificar teorema rango-nulidad
Enunciado: Para la T" del ejercicio anterior, verifique el teorema rango-nulidad.
Estrategia: Calcular dimensiones y comprobar la suma.
Pasos:

1. Dimensién nicleo: dimker 7" = 1 (del ejercicio 7).
2. Dimensién imagen: dim Im 7T = 3 (tres vectores LI).
3. Suma: dimker7'+dimIm7T =1+ 3 =4.

4. Dominio: dimR* = 4.

Resultado: ‘ 1+3=4se cumple‘
Nota pedagégica: El teorema es una identidad fundamental que relaciona nicleo e
imagen.

Ejercicio 9: Matriz respecto a base no candnica
Enunciado: Sea T : R? — R? la proyeccion sobre el eje z: T'(x,y) = (x,0). Encuentre

[T]B para B = {(]—7 1)7 (17 _1)}
Estrategia: Calcular T de cada base, expresar en esa base.
Pasos:

1. Iméagenes: T'(1,1) = (1,0), T'(1,—1) = (1,0).

2. Expresar en base B: Resolver (1,0) = o(1,1) + (1, -1) = {

azﬁzé.

a—pF=0

3. Coordenadas: [T'(1,1)]5 = Gg)

4. Misma para el otro: [T'(1,—1)|g = (1/2>

1/2
. _(1/2 1/2
5. Matriz: [Tz = (1/2 1/2>

Resultado: @ 3 % ;)

Nota pedagdgica: Las columnas son las coordenadas de las imégenes de la base.

Ejercicio 10: Valores y vectores propios de matriz 3x3

4 0 1
Enunciado: Calcule valores y vectores propiosde A= 10 3 0.

1 0 4
Estrategia: Resolver det(A — Al) =0 y luego (A — Al)v =0.

Pasos:

10
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4— A 0 1
1. Determinante: det [ 0 3—X 0 |[=(3-)N)[4—-)\?—-1]
1 0 4— )

2. Igualar a cero: (3—\)[(4—X)?—=1=0= (3 —-AN)(A\? =8\ +15)=0
3. Factorizar: (3 —A\)(A—3)(A—5)=0= \=3,3,5.

1 01
4. Para A =3: (A—-3[)v=0= |0 0 O )0:>:L‘+ZO Vectores:
1 01
(—z,y,2) = 2(—1,0,1) + y(0,1,0). Base: {(—1,0,1),(0,1,0)}
-0 v —r+4z=
5. Para A =5: (A—-5)v =0= 0 —2 O y|=0=
10 —1)\z —2=

x =z, y=0. Vector: (1,0,1).

Resultado: | A =3:{(—1,0,1),(0,1,0)}, A=5:{(1,0,1)}
Nota pedagdgica: La multiplicidad algebraica 2 de A = 3 da dos vectores LI.

Ejercicio 11: Diagonalizar y calcular potencia
Enunciado: Diagonalice A del ejercicio 10 y calcule A% usando D?.
Estrategia: Formar P con vectores propios y usar A = PDP1L,

Pasos:
-1 0 1
1. Matriz P: P=| 0 1 0] (columnas: vy,vy para A = 3, vz para A = 5).
1 01
3 00
2. Matriz D: D= [0 3 0].
0 0 5

3. Verificar: Se cumple A = PDP~! (puede comprobarse).
4. Potencia: A> = PD°P~!.

30 0 243 0 0
5. D°: D=0 3 0]|=|0 243 0 |[.
0 0 5° 0 0 3125

6. A5: A> = PD°P~! (se puede calcular explicitamente si se requiere).

243 0 0
Resultado: |A>=P| 0 243 0 | P!
0 0 3125

Nota pedagobgica: Las potencias de matrices diagonalizables se calculan facilmente
con D",

Ejercicio 12: Gram-Schmidt
Enunciado: Ortonormalice la base {v; = (1,1,0),v5 = (1,0,1),v3 = (0,1,1)} de R3.
Estrategia: Aplicar Gram-Schmidt y luego normalizar.
Pasos:

11
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1. Primer vector: u; = v; = (1,1,0), e; = ”Zh‘ = (1\’}’50).

2. Segundo vector: uy = vy — 2%y vy uy) = 1-140-141-0 =1, [lug||> = 2.

flun]|®

us = (1,0,1) — 1(1,1,0) = (3, —3,1).

3. Normalizar uy: [Jus|| = /5 + 1+ 1= \/g = \/g ey = (1/2’}9)1/22’1) = (1’&%’2).

4. Tercer vector: us = v3 — HZ;HQ Uy <ﬁ’2;ﬁ22> Usy.
() =0-1+1-1+1-0=1
<U3,u2>:o-;+1-(—;)+1-1:;
3
lus]* = 5
ws = (O,11) — J(L1,0) — 223, 11) = (0,1,1) — (3,5,0) - 33, —11) =
SRR
5. Normalizar: |jus|| = %+ % + % = % €3 = (72/2’/2\%2/3) = (71/’%’1).
Resultado: |e¢; = (1’\}’50), ey = (1’\_/%’ 2), e3 = (_1\’/%’ D

Nota pedagodgica: Gram-Schmidt produce una base ortogonal; normalizando obte-
nemos ortonormal.

12
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